Algébre-Géométrie

Enoncé 1
Exercice 1

Soit @ un réel fixe. Etudier ensemble des (7,y,2) € R3 tels que les valeurs propres de
la matrice
T Y
Z a—x

soient O et a.

Exercice 2

Soit n un entier > 2. On note O(n) le groupe des matrices orthogonales d’ordre n.
On définit I'application

®:0(n) —» R, M = [my;li<ij<n — Z myj.

1<i,j<n
1. Vérifier rapidement que la formule
(A,B) = Tr('AB)

définit un produit scalaire sur M(R), et déterminer une matrice U € M, (R) telle
que
(M) = (M,U).

2. En déduire que
d(M) < n2.
Existe-t-il M € O(n) telle que ¢(M) = n3/2?
3. Etudier les éléments propres de la matrice U.
4. Montrer I'existence de
max{®(M),M € O(n)},

et calculer ce réel.

Enoncé 2

Exercice 1
Dans le plan euclidien muni d’un repére orthonormal R = (O,f,j’), on considére, pour
tout z réel, 'ensemble C, = {M(z,y) / f(z,y) = z} ou

l+x+4+vy

: c RQ —_—.
f (xay) - 1+.T2+y2

1. Déterminer la nature géométrique de C,. Représenter Cy, Cy et C'_;.
2. Déterminer les extremums de la fonction f.



Exercice 2

Soit £ = M,,(R) et (Eij)}?én sa base canonique.
On note Tr la trace et C = {UJEJLL(E) /VA,B € Eu(AB) = u(BA)}.

1. Pour i # j, calculer E;;jF;; — E; By et BBy — BBy
En déduire que Ker(Tr) = Vect{ AB—BA / A,B € E} et donner un supplémentaire
de Ker(Tr) dans E.

2. Déterminer le noyau de tout élément u € C, u # 0.
Décrire les éléments de C et donner la dimension de C.

3. Existe-t-il u € C tel que Tr(u(A)) = Tr(A) pour tout A € E?

Enoncé 3
Exercice 1

Soit E un espace vectoriel et f,g € L(E) tels que fog=idg.
1. Montrer que g o f est un projecteur dont on précisera le noyau et I'image.
2. A-t-on go f = idg?

Exercice 2

1. Soit A = (a;;) € M,(R) symétrique. Montrer que A est définie positive ( valeurs
propres strictement positives) si et seulement si (X,Y) € (M,,1(R))? — ‘X AY est
une forme bilinéaire symétrique définie positive.

. A A . . .
2. Soit A = (tAl A2> symétrique définie positive avec A; € Mg(R), A3 € M,,_,(R)
2 As
et 1 <k<n.
Montrer que la matrice A; est définie positive.
A l'aide d’un polynoéme annulateur de Ay, montrer que la matrice A™ = (%1 1?)2 )

est diagonalisable.

3. Une application. Soient A,B € M, (R) symétriques avec A positive et B définie
positive.

I . . .
Montrer que AB est semblable & ( " O> C avec (' symétrique définie positive et

0 0
k=rg(A).
En déduire que AB est diagonalisable.

Enoncé 4
Exercice 1

Calculer

inf {/e(lnt —a—bt)%dt, (a,b) € Rz} :
1

Exercice 2

On considére une application ® : M,,(C) — M,,(C) vérifiant les conditions suivantes:
(i) B(I,) = I,
(77) P est linéaire,
(i17) ®(MN) = ®(M)®(N) pour tout (M,N) € M,(C)?,



(1v) ® est bijective.

1. Soit M € M,,(C). Montrer que M est inversible si et seulement si ®(M) T'est, puis
que M et ®(M) ont le méme spectre.

2. Dans cette question, on note D la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux
sont 1,2... n, et on suppose que (D) = D.

(a) Pour 1 <14,j <mn, on note E;; la matrice de M,,(C) dont tous les coefficients
sont nuls, sauf celui d’indice (4,7) qui vaut 1. Expliciter la matrice DE;;, et en
déduire que toutes les lignes, sauf la i-éme, de la matrice ®(E;;) sont nulles.
On montre de méme que toutes les colonnes, sauf la j-iéme, de la matrice
O (E;;) sont nulles. Cela permet d’écrire

O(Ey;) = cij By,

ol ¢;; est un nombre complexe.
(b) Montrer les égalités suivantes

cy=1pourl <i<n et c¢;=cycypourl <i,j7<n.
(c¢) En déduire qu'il existe une matrice diagonale A € M,,(C) telle que
O(M)=A"TMA pour tout M € M,(C).

3. On ne suppose plus que ®(D) = D. En utilisant la question 1., montrer qu’il existe
une matrice P €GL,(C) telle que

O(M) =P 'MP pour tout M € M,(C).

Analyse

Enoncé 1
Exercice 1

On considére 'intégrale

1
I:/ nt
o 1—1

2. Exprimer [ sous la forme d’une somme de série convergente.

1. Justifier 'existence de I.

Exercice 2

Soit & un réel irrationnel fixé. On note R, le rayon de convergence de la série entiére

Z X

sin(nma)’

n

1. Montrer que R, < 1.



2. On considére a présent la suite (g,),>1 définie par
¢ =2 et gor1 = ¢l* pour n > 1.

(a) Montrer que
Gn 1
<
Qn+1 (n + 1)”

En déduire que la série Y qi est convergente. Dans la suite, on pose
n

pour n > 1.

=1
a=>y —
n=1 dn
et on admet que « est irrationnel.
(b) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
> 1 C

mq, Z — < o.—T bour n > 1.
k=n+1 9k 4n

(¢) Montrer enfin que R, = 0.
(d) Question subsidiaire: montrer que « est effectivement irrationnel.

Enoncé 2

Exercice 1

a
Soient, (u,) et (a,) deux suites de réels positifs tels que ug > 0 et upy 1 = U, + —
Uy

pour tout n € N.

Montrer que la suite (u,) converge (dans R) si et seulement si la série Y a,, converge.

Exercice 2

Soit Fy = Cy, 'espace vectoriel complexe des applications continues et 27-périodique
de R vers C, et E; le sous-espace vectoriel des applications de Ej de classe C! sur R. On
consideére aussi la norme sur Fj définie par

)P

Vfe By |Ifll= /0 L2t

A toute application f de F; on associe f = ®(f) définie par
Ve eR, f(z) :/7T f(x+t);f(x—t) dt.
0

1. Vérifier que ® est une application linéaire de E; vers Ej.

2. Déterminer pour f € Ej et n € Z les coefficients de Fourier ¢, (f) en fonction de

nT gin(t
cn(f) et de oy, = / SH;( ) dt.
0

3. Déterminer une constante C' > 0 telle que ||®(f)||2 < C||f||2 pour tout f € Ej.
Interprétation?

4. P est-elle injective? surjective?



Enoncé 3

Exercice 1

Montrer que la série

n>1

est convergente, et calculer sa somme.

Exercice 2

On considére I'équation différentielle

1.
2.

y" + (cos® t)y = 0. (E)

Justifier 'existence d’une solution u de (£) telle que u(0) =1 et v/(0) = 0.
Montrer qu’il existe deux réels « et [ vérifiant :

a<0<p, u(a)>0etd(8)<0.

En déduire que u posséde au moins un zéro dans R* et un zéro dans R*.
Justifier I'existence des réels

v = max{t € R" /u(t) = 0} et 6 = min{t € RY /u(t) = 0}.

. Soit v une solution de (£, linéairement indépendante de u. On pose W = uv'—u'v.

En étudiant les variations de W, montrer que v posséde au moins un zéro dans
J7.0[.

Soit w une solution non nulle de (E). Montrer que w admet une infinité de zéros.
On pourra utiliser les fonctions

Wy R — Rt — w(t +nm),

ol n décrit N.

Enoncé 4

Exercice 1

Soit la suite (I,,),>0 définie par

1.
2.

1 1
@:/ dt
0o 1+t+t24+...+¢t7

Montrer que la suite [,, converge vers une limite ¢ que 1'on précisera.
Etudier la nature de la série de terme général I, — ¢. On pourra établir et utiliser
I'inégalité

Vte[0,1], 1TH+t+t2+. ..+t > nt"



Exercice 2
Soit E = R” euclidien et f € C'(FE,R) minorée sur E.
1. Pour € > 0, on définit la fonction f. sur £ par

Vee B, [fdx) = f(z) + ||

Déterminer | &Hn fe(x). En déduire qu’il existe z. € E tel que
x||—+o00

Ve € E, f(z.) < fe(w).
2. En notant x = x. +ty ou y € E et t < 0, établir que

f(xe + ty) _ f(xE)
t

< ellyll puis que (gradf(zc)ly) < €llyl.

3. En déduire qu'il existe une suite (z,), de E telle que lir+n grad f(z,) = 0.

Donner une interprétation géométrique dans les cas n =1 et n = 2.
4. Est-il possible que la suite (x,), soit convergente dans E7

Enoncé 5
Exercice 1

La fonction N
fR—>R, z~— / sin(e’)dt
0

a-t-elle une limite en +o00?

Exercice 2

Soit a un entier pair > 12. Pour x € R, on pose

ZCZ smax

1. Montrer que la fonction W est bien définie, et continue sur R.
2. Montrer, pour x € R et h > 0, 'inégalité

sin(z + h) —sinzx

h

—coszx| <

l\le‘

3. On fixe x € R, n € N*, et on pose h,, = (21—” et h;, = 7, ainsi que

W(x + hy,) — W(x) W(x + hl) — W(x)

A, = et Al =
" P " h!,
Montrer que
n—1 T
A, = cos(a’z) + e, avec |g,| < ——,
=0 a—1

et que

_ 2sin(a"z) , 77
Zcos ar) + ¢, avec |g,| < —.
T 2(a—1)



4. On suppose W dérivable en z. Avec les notations de la question précédente, vérifier
que

cos(a"x) = A1 — Ap + &, — €y et sin(a"z) = g(An — A+ —e,),

et en déduire les deux inégalités

3

4(a—1) 0

2
| cos(a"z)| < —”1 46, et |sin(a"z)| <
a j—
ol d,, et ¢ tendent vers 0 quand n — +o0.

5. En utilisant une célébre formule de trigonométrie, montrer que la fonction W n’est
dérivable en aucun point de R.

Enoncé 6
Exercice 1

Soit d € N* et ' = Ry[X] lespace vectoriel des polynomes réels de degré au plus d
muni de la norme || ||, définie par

VP EE, | Plew= sup |P().

z€]0,1]

1. Rappeler la notion de polynéme d’interpolation de Lagrange.

2. On suppose que (F,), est une suite de E convergeant simplement sur [0,1] vers une
fonction f. Montrer que f € E et que (P,), converge vers f pour la norme || |-

3. Donner un exemple de suite d’¢léments de R[X]| convergeant simplement sur [0,1]
vers une fonction g n’appartenant pas a R[X].

Exercice 2

Soit f la fonction réelle f définie par f(z) = Va2 +z + 1.
1. Rappeler les propriétés du développement en série entiére de la fonction réelle
x+— (14 2P)% oll p € N* et @ € R*.
+oo
2. Montrer que f admet un développement en série entiere Zanx" de rayon de
n=0
convergence R > 1 et que (1 + z + 2?) f?(z) = (z + 1)? pour tout |z| < R.
+0o0
3. Montrer que la fonction complexe z — Z a,z" a méme rayon de convergence R.
n=0
En déduire, par le choix judicieux d’un complexe qu’il est impossible d’avoir R > 1.
4. Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
a coefficients polynomiaux. En déduire une méthode de calcul rapide des a,,.



