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Dans tout ce sujet, I est un intervalle de R d’intérieur non vide et w est une fonction continue et strictement
positive de I dans R ; on dit que w est un poids sur I.

Etant donnée une fonction continue f : I — R telle que fw est intégrable sur I, on cherche & approcher l'intégrale

/f(x)w(x) dz par une expression de la forme
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oitn €N, (Ag,-.sA,) €E R et 2y <z < - < x, sont n+ 1 points distincts dans I.
Une telle expression I, (f) est appelée formule de quadrature et on note

()= [ eyt o - S A f ()
I =0

Ierreur de quadrature associée. On remarque que e est une forme linéaire sur I’espace vectoriel des fonctions f
de I dans R telles que fw est intégrable sur I.

On rappelle qu'un polynéme est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.
Etant donné un entier m € N, on note R,,[X] Pespace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & m. On dit quune formule de quadrature I,,(f) est ezacte sur R,,[X] si,

VP eR,[X], e(P)=0,

ce qui signifie que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a m,

/P(x)w(x) dz = i A P(x;).
=0

1
Enfin, on appelle ordre d’une formule de quadrature I, (f) le plus grand entier m € N pour lequel la formule de
quadrature I, (f) est exacte sur R, [X].

Les parties II et III s’appuient sur la partie I et sont indépendantes entre elles.

I Généralités sur les formules de quadrature

I.A — Exemples élémentaires

Dans cette sous-partie, on se place dans le cas I = [0,1] et Vo € I, w(z) = 1. On cherche donc a approcher
1

/ f(z)dx lorsque f est une fonction continue de [0, 1] dans R.
0

Q1. Déterminer lordre de la formule de quadrature I,(f) = f(0) et représenter graphiquement lerreur
associée e(f).

Q2. Faire de méme avec la formule de quadrature I,(f) = f(1/2).

Q 3. Déterminer les coefficients A\, Ay, Ay pour que la formule I,(f) = A f(0) + A f(1/2) + Ay f(1) soit
exacte sur Ry[X]. Cette formule de quadrature est-elle d’ordre 2 ?

I.B — Construction de formules d’ordre quelconque

On revient au cas général.

Soit n € N. On considere n + 1 points distincts dans I, notés x5 < z; < -+ < x,,, et une fonction continue f de
I dans R.
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R, [X] — RrH1
P B (P(zg), P(zy), ..., P(x,))

Q 5. Montrer que, pour tout ¢ € [0,n], il existe un unique polynéme L; € R,,[X] tel que

Q 4. Montrer que ’application linéaire ¢ : est un isomorphisme.

. 0 sij+i,
vj € [0,n], Li<xj):{1 bliiz

Q 6. Montrer que (L, ..., L,,) est une base de R, [X].

Cette base est appelée base de Lagrange associée aux points (zq,...,x,,).

k

Q. On suppose que, pour tout k& € N, x — z"w(x) est intégrable sur I. Montrer que la formule de
n

quadrature I,(f) = Z A;f(x;) est exacte sur R, [X] si, et seulement si,
=0

vieo,n], A= /Lj(x)w(m) dz.
T

Q 8. On se place dans le cas I = [0,1] et Vo € I, w(z) = 1. Déterminer la base de Lagrange associée aux
points (0,1/2,1) et retrouver ainsi les coefficients de la formule de quadrature I,(f) de la question 3.

I.C — Noyau de Peano et évaluation de U’erreur

Dans cette sous-partie, on suppose que Uintervalle I est un segment : I = [a, b], avec a < b.

Pour tout entier naturel m, on considére la fonction ¢,, : R* — R définie par

) _ (x—t)m Siaﬁ')t,
V(z,t) € R, @m(:c,t)—{o six <t.

On observe que ¢,,, est continue si m > 1 et discontinue si m = 0.

On considére une formule de quadrature I,,(f) = Z Ajf(x;).
=0

On note m € N D'ordre de cette formule et on cherche & évaluer I'erreur associée :

b
o) = [ Fayula)ds > A f(a,).
=0

On suppose que f est de classe €™ sur 1.
Q9. A T'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que e(f) = e(R,,), out R,, est définie par

b
Vo e labh R = — [enln0fm 0

Q 10. En déduire que, sim > 1,

ou la fonction K, : [a,b] — R est définie par

vt € [a,b], K, () =e(z ¢, (z,1) = /gom(a:,t)w(ac) dx — i Ajom(x),t).
=0

a

On pourra utiliser le résultat admis suivant : pour toute fonction continue g : [a,b]> — R, on a

/b (/bg(ac,t) dt) dz —/b (/bg(w,t) dx) dt.

a a a a

La fonction K,, est appelée noyau de Peano associé a la formule de quadrature.

On admet que cette expression de e(f) reste valable pour m = 0.
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I.D - Exemple : méthode des trapézes

Dans cette sous-partie, on suppose que I est un segment et Vo € I, w(z) = 1.

On se place d’abord dans le cas I = [0, 1] et on considére la formule de quadrature

9(0) +9(1)
(g = 20790,
qui est d’ordre m = 1 (on ne demande pas de le montrer).

Q 11.  Calculer le noyau de Peano associé t — K, (t) et montrer que, pour toute fonction g de classe €2 de
[0,1] dans R, on a la majoration suivante de lerreur de quadrature associée :

1 V4
le(g9)] < I5 Sup lg” (z)].
z€[0,1]

On se place maintenant dans le cas d’un segment quelconque I = [a,b] (avec a < b), qu’on subdivise en n + 1
points ay, ..., a,, équidistants :

Vi € [0,n], a; = a+ih,

—a
ouh = est le pas de la subdivision.

On consideére alors la formule de quadrature

)

n

Tn(f) _ b—a 2 f(a’L> +2f(ai+1)
=0

appelée méthode des trapézes. L’erreur de quadrature associée est notée :

b
%m:/ﬂmM—nm.

Q 12.  Représenter graphiquement T, (f).
Q 13.  On suppose que f est une fonction de classe €2 de [a,b] dans R. Montrer que

b_an 1

en(f) = e(9;),

[

ol e est lerreur associée & la formule de quadrature I; étudiée a la question 11 et les g, : [0,1] — R sont des
fonctions & préciser.

Q 14. En déduire la majoration d’erreur

b—a)3 .
O up 17 @)
n z€la,b)

le, ()] <

II Polynémes orthogonaux et applications

Dans la suite, on note E I’ensemble des fonctions f continues de I dans R telles que f?w est intégrable sur I.
II.A — Etude d’un produit scalaire

Q 15. Montrer que, pour toutes fonctions f et g de F, le produit fgw est intégrable sur I.

On pourra utiliser I'inégalité V(a,b) € R?, |ab| < L (a® + b?), apres I'avoir justifiée.

Q 16. Montrer que E est un R-espace vectoriel.

Pour toutes fonctions f et g de E, on pose

(f,9) = /f(ﬂc)g(m)w(x) dz.

1

Q 17. Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur E.
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Dans la suite, on munit E de ce produit scalaire et on note ||| la norme associée.
II.B — Polynémes orthogonauxr associés a un poids

On suppose que, pour tout entier k € N, la fonction = + z¥w(x) est intégrable sur I. Cela entraine par linéarité
de l'intégrale que E contient toutes les fonctions polynomiales.

On admet qu'il existe une unique suite de polynémes (p,,), o telle que
(a) pour tout n € N, p,, est unitaire,
(b) pour tout n € N, deg(p,,) = n,
(c) la famille (p,,),cy est orthogonale pour le produit scalaire (-,-), autrement dit (p;,p;) = 0, pour
i#j€eN.
On dit que les (p,,) sont les polyndmes orthogonaux associés au poids w.
On s’intéresse aux racines des polyndmes p,,.
On rappelle que | désigne 'intérieur de I, c’est-a-dire I'intervalle I privé de ses éventuelles extrémités.
On a donc I =Ja,b[, ot @ = inf(I) € RU{—o0} et b =sup(I) € RU {+0c0}.
Soit n € N*. On note z, ..., x;, les racines distinctes de p,, qui sont dans I et my, ..., my, leurs multiplicités
respectives. On considere le polynéme

k . . .
, 1 sim,; est impair,
0 sim; est pair.

Q 18. En étudiant (p,,, ¢), montrer que p,, posséde n racines distinctes dans I.
II.C — Applications : méthodes de quadrature de Gauss

Considérons une formule de quadrature
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J=0

oun €N, Ay,..,\, ERet x5 <2y < <z, sont n+ 1 points distincts dans I.
On suppose que les coefficients ()‘j)Ogjgn sont choisis comme & la question 7 :

vie[0,n], A= /L](x)w(:r) dz,
T

ou (Ly, ..., L,,) est la base de Lagrange associée aux points (z, ..., x,,) (définie dans la partie I).

Ainsi, la formule T, (f) est d’ordre m > n. Nous allons montrer que dans ces conditions, il existe un seul choix

des points (z;)g<;<,, qui permet d’obtenir 'ordre m le plus élevé possible.
n

Q 19. En raisonnant avec le polynome H(X — x;), montrer que m < 2n + 1.
i=0
Q 20. Montrer que m = 2n + 1 si et seulement si les x; sont les racines de p,, ;.

II.D — FEzxzemple 1

On se place ici dans le cas o I = [—1,1] et w(x) = 1.
On est donc bien dans les conditions d’application des résultats précédemment obtenus.
Q 21. Déterminer les quatre premiers polynémes orthogonaux (py, py, Pe,P3) associés au poids w.

Q 22. En déduire explicitement une formule de quadrature d’ordre 5 (on déterminera les points z; et les
coefficients A;).

II.LE — FExemple 2

. 1
Dans cette sous-partie, I =]—1,1[ et w(z) = i
Q 23. Montrer que, pour tout entier k& € N, la fonction x — z*w(x) est intégrable sur 1.

Cela entraine que F contient toutes les fonctions polynomiales.
[-1,1] — R

Dans la suite, on considere, pour tout entier n € N, la fonction @Q,, : .
x > cos(narccos(x))
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Q 24. Calculer @y, Q; et pour tout n € N, exprimer simplement @,,,, en fonction de @,,,; et @,,.

Q 25. En déduire que, pour tout n € N, @Q,, est polynomiale et déterminer son degré et son coeflicient
dominant.

Dans la suite, on notera également @,, le polynéme de R[X] qui coincide avec x — Q,,(x) sur [—1,1].

Q 26. On note (p,,),cy la suite de polynémes orthogonaux associés au poids w. Montrer que

{po = Q07
. 1
27. Pour n € N, déterminer explicitement les points (z.)yc.,, de I telle que la formule de quadrature
J/0<gsn

I.(f)= Z )\jf(:vj) soit d’ordre maximal.
7=0

IITI Accélération de la méthode des trapezes

On dit qu’une fonction S définie sur une partie de C est développable en série entiére au voisinage de 0 s’il existe

+o00
un disque ouvert D non vide de centre 0 et une suite complexe (a,,),,cy telle que Vz € D, S(z) = Z o, 2"
n=0

III.A — Nombres b,, et polynémes B,,

On considere une série entiere E o, 2", de rayon de convergence R # 0 et avec oy = 1. On note S la somme
n=0
de cette série entiére sur son disque de convergence : pour tout z € C vérifiant |z| < R, on a

+00
S(z) = Z a,z".
n=0

Q 28.  Montrer qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que Vn € N, |a,,| < ¢™.

1
Q 29. On suppose que S est développable en série entiere au voisinage de 0 et on note Z B,2" son déve-
n=0
loppement. Calculer 5, et, pour tout n € N*, exprimer 3,, en fonction de o, ..., ,,, By, -, Bp_1-

En déduire que

vrneN, |8, < (29)".

1
Q 30. Montrer que G est développable en série entiere au voisinage de 0.

Q 31. En utilisant ce qui précede, montrer qu'’il existe une unique suite complexe (b,,),,c €t un réel r > 0
tels que, pour tout z € C,

0<|z|<r:>L:Z—"Z".

e —1

Q 32.  En effectuant un produit de Cauchy, montrer que b, = 1 et, pour tout entier n > 2,

n—1 n
(1) -0
p=0

Q 33. En déduire la valeur de by, by, b3 et b,.

Q 34.  En utilisant un argument de parité, montrer que b,,,; = 0 pour tout entier p > 1.

Dans la suite du probleme, on considere les polynémes B,, définis par

YmeN, B,,(z)= Z (7:) bx™ k.

k=0

On remarque que chaque polynéme B,, est unitaire de degré m et que, pour tout m € N, B, (0) = b
Q 35. Déterminer B, B;, B, et Bs.
Q 36.  Montrer que, pour tout entier m > 2, B,, (1) = b,,, puis que, pour tout entier m > 1, B/ =mB

m*

m—1-
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II1.B — Développement asymptotique de l’erreur dans la méthode des trapézes

Dans cette sous-partie, on utilise les nombres b,, et les polynémes B,, définis dans la sous-partie III.A pour
établir un développement asymptotique a tout ordre de ’erreur de quadrature associée a la méthode des trapézes
(déja étudiée dans la partie I), pour une fonction suffisamment réguliere.

Pour tout réel z, on note |x] sa partie entiére.
On fixe un entier n € N* et on considére une fonction g : [0,n] — R de classe C*°.
Q 37. Montrer que

n—1 ”
[owrae =Y MOIEZD [ o))y @)

0 0

Q 38. En déduire que pour tout entier m > 2,

|
par 2 P p! m

[otwrae =5 AHIEED 52 ED T (gt ) — g 10)) + 0 [ B - g )
0 0

On considére maintenant une fonction f : [a,b] — R de classe € et la formule de quadrature déja étudiée a la
partie I :

T (f) = hi fla;) 4'2f(ai+1)7
i=0

—a

(méthode des trapezes), ot h = et Vi € [0,n —1], a; = a + ih.

Q 39. Montrer que, pour tout entier m > 1,

b
[ e =T, =32 T+ o)

ot les coefficients 7, sont donnés par

(b— a)2pb2p
(2p)!

et p,,,(n) est un reste intégral vérifiant la majoration

(fE=D(0) — frV(a))

,72}7 =

CQm

|Pam (n)] < am

ou C,,, est une constante a préciser ne dépendant que de m, a et b.

On a donc établi, pour tout entier m > 1, le développement asymptotique

b
o V2 2 Tom 1
Tn(f)_/f(z)dz+§+ﬁ+"'+ﬁ+0n—>+oo (m),

ot les coefficients 7, sont indépendants de n.

oo oe[[Ne oo
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